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Найдено простое автомодельное решение модуляционных уравнений Уизема, описывающих эволюцию
огибающих однофазных периодических волн, подчиняющихся обобщенному уравнению Клейна – Гордо-
на. Это решение интерпретируется как волна разрушения неустойчивого состояния при его переходе в
устойчивое, если в начальное неустойчивое состояние внесено локализованное возмущение.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Если состояние какой-либо протяженной физи-
ческой системы неустойчиво, то оно переходит в
устойчивое состояние с образованием волны, рас-
пространяющейся вглубь области неустойчивости.
Впервые такого рода процессы рассматривались,
по-видимому, при изучении распространения фрон-
та кристаллизации в переохлажденном расплаве,
фронта пламени, распространения нервного им-
пульса или мутантного гена в популяции (см., на-
пример, [1,2] и приведенные там ссылки). При этом
было показано, что, хотя модельные нелинейные
уравнения диффузии допускают много решений та-
кого типа, при больших временах профиль волны
стабилизируется, а ее скорость стремится к фикси-
рованному значению, определяемому коэффициен-
том диффузии и видом нелинейности. Строгое дока-
зательство существования такого выделенного зна-
чения скорости для достаточно общего вида нели-
нейных диффузионных уравнений было дано в ра-
боте [3], а ситуации, когда вместо плавного фронта
формируется осциллирующая структура, огибаю-
щая которой распространяется с определенной ско-
ростью, были рассмотрены, например, в работах
[4–6]. В более общей формулировке можно пока-
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зать, что достаточно произвольная начальная фор-
ма импульса трансформируется при большом вре-
мени эволюции в структуру с фиксированной ско-
ростью фронта, если выполняется условие «мар-
гинальной устойчивости» [4, 7]. Аналогичное усло-
вие для волновых систем, не обязательно являю-
щихся диффузионными, было ранее сформулирова-
но как условие перехода от абсолютной неустойчи-
вости к конвективной (см., например, [8,9]). Напри-
мер, солитон, подчиняющийся нелинейному уравне-
нию Шредингера (НУШ), неустойчив относительно
изгибных возмущений [10], и, согласно этому усло-
вию, фронт разрушения солитона на вихри распро-
страняется с минимальной групповой скоростью ли-
нейных волн [11, 12].

Если возникающая структура представляет со-
бой волну из быстрых осцилляций с медленно изме-
няющимися вдоль нее параметрами, то для ее опи-
сания хорошо подходит теория модуляций Уизема
[13, 14]. Хотя в случае неустойчивых состояний си-
стема модуляционных уравнений не допускает, стро-
го говоря, постановку задачи с начальными условия-
ми, автомодельные решения этой системы дают пра-
вильное значение скорости фронта и качественно
совпадают с численными расчетами профиля струк-
туры. Например, решение НУШ в виде однородной
плоской волны модуляционно неустойчиво, и его ло-
кальное возмущение приводит к образованию про-
модулированной волновой структуры (см., напри-
мер, [15–17]). Ее малоамплитудный край представ-
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ляет собой фронт неустойчивости, распространяю-
щийся, как и должно быть, с минимальной группо-
вой скоростью, а на другом крае формируется по-
следовательность солитонов с величиной амплиту-
ды, подтверждаемой численными расчетами [18–21].

Однако существуют ситуации, когда имеется пе-
реход из неустойчивого состояния в устойчивое, но
закон дисперсии линейных волн, распространяю-
щихся по неустойчивому состоянию, не имеет точ-
ки перегиба, отвечающей минимуму групповой ско-
рости. В качестве примера укажем струну, дина-
мика которой подчиняется обобщенному уравнению
Клейна – Гордона:

ϕtt − ϕxx + U ′(ϕ) = 0, U ′ =
dU

dϕ
, U(0) = 0, (1)

где ϕ(x, t) обозначает отклонение струны от некото-
рого равновесного состояния ϕ = 0. Если потенциал
U(ϕ) имеет минимум при ϕ = 0, то это состояние
устойчиво по крайней мере для малых отклонений
от равновесия. Представим себе, что в некоторый
момент времени потенциал изменился так, что точ-
ка ϕ = 0 стала точкой его локального максимума, а
ближайший минимум оказался, скажем, при ϕ = 1.
Тогда локальное возмущение неустойчивого состоя-
ния ϕ = 0 приведет к образованию распространяю-
щихся в противоположных направлениях волн, пе-
ремещающих струну из неустойчивого состояния в
устойчивое с равновесием при ϕ = 1. Если в это
уравнение включена вязкость, то эта задача может
быть рассмотрена методом «маргинальной устойчи-
вости» (см. [5]), однако решение не допускает пере-
хода к пределу нулевой вязкости. Тем не менее, мо-
дуляционная теория Уизема остается применимой и
в случае нулевой вязкости. В настоящей работе мы
рассмотрим задачу о переходе струны, динамика ко-
торой подчиняется уравнению (1), из неустойчивого
состояния в устойчивое с помощью метода Уизема.

2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ И
МОДУЛЯЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ

Как хорошо известно, уравнение (1) имеет реше-
ние в виде бегущей волны ϕ = ϕ(ξ), ξ = x − V t, где
ϕ(ξ) определяется формулой

ξ =

√

V 2 − 1

2

ϕ
∫

ϕ0

dϕ
√

A− U(ϕ)
, (2)

и мы положили для удобства ϕ(0) = ϕ0. Пере-
менная ϕ осциллирует между двумя точками пово-
рота, которые являются двумя корнями уравнения

A−U(ϕ) = 0, так что эти корни определяют ампли-
туду осцилляций. В промодулированной волне эти
корни, как и параметр A и фазовая скорость волны
V , становятся медленными функциями x и t, а их
динамика подчиняется модуляционным уравнениям
Уизема, которые он вывел в работе [13]. Согласно
работе Уизема, модуляционные уравнения удобно
записать с помощью функции

W (V,A) =
√

V 2 − 1G(A),

G(A) =
√
2

∮

√

A− U(ϕ) dϕ,
(3)

где интегрирование проводится по интервалу, в
котором подкоренное выражение положительно:
A−U(ϕ) ≥ 0. Длина волны выражается с помощью
этой функции формулой

L =
∂W

∂A
=
√

V 2 − 1G′(A), (4)

где штрих обозначает дифференцирование по A. То-
гда волновое число k = 1/L и частота ω = kV свя-
заны друг с другом законом дисперсии

ω2 = k2 + (G′(A))−2, (5)

зависящим от амплитуды волны A. Следовательно,
групповая скорость равна

v =

(

∂ω

∂k

)

A

=
k

ω
=

1

V
. (6)

Как ясно из уравнения (3), действительные решения
существуют только при V > 1, так что физическая
скорость v распространения сигнала всегда меньше
единицы в согласии с релятивистской инвариантно-
стью уравнения Клейна – Гордона (1).

Уизем вывел модуляционные уравнения в виде
(

kV

V 2 − 1
+A

)

t

+

(

kVW

V 2 − 1

)

x

= 0,

(

kVW

V 2 − 1

)

t

+

(

kV 2W

V 2 − 1
−A

)

x

= 0.

(7)

Удобно исключить переменные W и V с помощью
уравнений (3) и (6), так что мы получаем
(

G/G′

1− v2
+A− G

G′

)

t

+

(

(G/G′)v

1− v2

)

x

= 0,

(

(G/G′)v

1− v2

)

t

+

(

(G/G′)v2

1− v2
−A+

G

G′

)

x

= 0.

(8)

Линеаризация этих уравнения относительно малых
отклонений A и v от постоянных фоновых значений
дает характеристические скорости

v± =
v ± c

1± vc
, (9)
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где c определяется выражением

c2 = −GG′′/(G′)2. (10)

Если переменная c действительна, то уравнения (9)
очевидным образом интерпретируются как скоро-
сти распространения звука по течению или против
него, причем c играет роль скорости звука, и скоро-
сти складываются согласно релятивистскому закону
сложения скоростей. В этом случае уравнения (8)
могут быть представлены в виде уравнений реляти-
вистской гидродинамики (см. [22]). Если же c2 < 0

и характеристические скорости имеют комплексные
значения, то это означает модуляционную неустой-
чивость волны с постоянной амплитудой, и нас ин-
тересует как раз такая ситуация.

3. ЭВОЛЮЦИЯ ЛОКАЛИЗОВАННОГО
ВОЗМУЩЕНИЯ

Пусть сначала потенциал U(ϕ) имеет минимум
в точке ϕ = 0, причем потенциал растет монотонно
с увеличением ϕ. Тогда состояние ϕ = 0, очевид-
но, устойчиво. Предположим, что в некоторый мо-
мент времени потенциал изменяется так, что ϕ = 0

становится точкой локального максимума, а бли-
жайший минимум потенциала оказывается в точке
ϕ = ϕm. Тогда состояние ϕ = 0 становится неустой-
чивым, и если мы возмутим это неустойчивое со-
стояние в малой окрестности координаты x = 0, то
от этой окрестности начнут распространяться впра-
во и влево волны, разрушающие это неустойчивое
состояние, переводя систему в новое состояние с
ϕ = ϕm. Мы предполагаем, что эти волны могут
быть представлены промодулированным периодиче-
ским решением уравнения (1) аналогично ситуаци-
ям, рассмотренным в работах [18–21]. Тогда решение
уравнений Уизема (8) даст нам профили амплиту-
ды осцилляций A и групповой скорости v вдоль всей
волновой структуры.

Предположение, что начальное возмущение ло-
кализовано в малой области, дает основания думать,
что решение уравнений (8) быстро становится авто-
модельным, и из соображений размерности мы за-
ключаем, что распределение групповой скорости да-
ется формулой

v = x/t. (11)

Кроме того, естественно предположить, что ампли-
тудный параметр A = A(x, t) зависит от x и t через
посредство «релятивистски инвариантного» интер-
вала s2 = t2 − x2: A = A(s). Сделав эти предполо-
жения, мы легко сводим каждое из уравнений (8) к

одному и тому же обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению

G(A)

G′(A)
+
dA

ds
= 0, (12)

которое легко решается:

G(A) =
C√

t2 − x2
, (13)

где C — постоянная интегрирования. Эта форму-
ла определяет неявно зависимость амплитуды A от
x и t. Условие применимости модуляционной тео-
рии Уизема при каком-либо конкретном выборе по-
тенциала и, следовательно, функции G(A) требует,
чтобы в представляющий интерес интервал оси x

укладывалось большое число осцилляций. Заменив
переменные x и t на x/ε и t/ε с малым ε≪ 1, мы мо-
жем сделать длину волны (4) настолько малой, что
уже единичный интервал будет содержать большое
число волн. Волновая структура такого размера об-
разуется за время порядка t ∼ 1, так что мы можем
считать, что уравнения Уизема написаны для новых
«медленных» переменных, и C ∼ 1. Поэтому в даль-
нейшем мы рассмотрим типичное решение с C ∼ 1.

Проиллюстрируем наше решение конкретным
примером с потенциалом

U(ϕ) = (ϕ2 − 1)2, (14)

который имеет локальный максимум при ϕ = 0 и
два локальных минимума при ϕ = ±1. Пусть на-
ше возмущение вблизи точки x = 0 порождает вол-
ну, переводящую неустойчивое состояние с ϕ = 0 в
устойчивое с ϕ = 1. В этом случае периодическое
решение соответствует осцилляциям ϕ в интервале

a− =
√

2− a2+ ≤ ϕ ≤ a+, (15)

где 1 < a+ <
√
2 и A связано с максимальной ам-

плитудой колебаний a+ соотношением

A = (a2+ − 1)2. (16)

Интеграл (3) сводится к табличным и его удобно вы-
разить в виде функции от a+:

G(a+) =
4
√
2

3
a+
{

E(m)− (2− a2+)K(m)
}

, (17)

где

m = 2

(

1− 1

a2+

)

, (18)

K(m) и E(m) — полные эллиптические интегралы
первого и второго рода соответственно. Формула

G(a+) =
1√

t2 − x2
(19)

7 ЖЭТФ/JETP, вып. 1 (7)
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Рис. 1. Зависимость G(a+), определенная формулой (17)

определяет зависимость a+ от x при фиксированном
значении t для решения с C = 1.

График функции G(a+) показан на рис. 1. При
a+ → 1 эта функция стремится к нулю как

G(a+) ≈ 2
√
2π(a+ − 1)2, a+ − 1 ≪ 1, (20)

а при a+ →
√
2 она стремится к максимальному зна-

чению G(
√
2) = 8/3. Отсюда следует, что область

применимости формулы (19) ограничена условием

|x| 6
√

t2 − 9/64, (21)

однако при больших t эта область практически сов-
падает с |x| 6 t.

Интеграл в решении (2) также выражается через
неполный эллиптический интеграл первого рода, и
его обращение дает решение в виде

ϕ =

√

a2+ − 2(a2+ − 1)sn2
[
√
2a+(vx − t)√

1− v2
,m

]

, (22)

где sn — эллиптический синус Якоби и использовано
соотношение V = 1/v (см. (6)). После подстановки
(11) получаем

ϕ =

√

a2+ − 2(a2+ − 1)sn2
(

a+
√

2(t2 − x2),m
)

. (23)

Здесь зависимость a+ от x при фиксированном t из-
вестна из (19), так что выражение (23) определяет
профиль возникающей волновой структуры в любой
достаточно большой момент времени t, когда приме-
нима модуляционная теория Уизема.

Характерный профиль возникающей волновой
структуры показан на рис. 2. Как мы видим, в цен-
тре структуры возникает область малых колебаний

x

ϕ(x)

−20 −10 10 20

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

t = 20

a+

a
−

Рис. 2. Профиль волны (23), разрушающей неустойчивое
состояние, при t = 20. Огибающие a±, определяемые со-
отношениями (15) и (19), показаны штриховыми линиями

волны вблизи устойчивого состояния ϕ = 1. На кра-
ях структуры при a+ →

√
2 модуль эллиптической

функции стремится к единице, m → 1, и решение
(22) формально превращается в солитонное:

ϕ =

√
2

ch [2(vx− t)/
√
1− v2]

. (24)

Поскольку длина волны равна

L =

√

2(1− v2)

v

K(m)

a+
=

√
2K(m)

|x|a+G(a+)
, (25)

она в основном уменьшается с ростом |x|, но на кра-
ях волновой структуры в экспоненциально узкой об-
ласти с

√
2 − a+ . exp(−16|x|/3) растет благодаря

логарифмическому росту эллиптического интегра-
ла. Следует также отметить, что однородное состо-
яние, по которому движутся формальные солитон-
ные решения (24), неустойчиво, так что такие соли-
тоноподобные импульсы существуют лишь как со-
ставная часть неоднородной структуры, быстро из-
меняющейся со временем как раз вследствие этой
неустойчивости.

Штриховые линии на рис. 2 изображают огиба-
ющие a+ и a− в зависимости от x в фиксированный
момент времени t = 20. Края структуры движутся
со скоростью v ≃ 1, т. е. она расширяется со време-
нем и все бо́льшую ее часть занимает область малых
колебаний вблизи устойчивого состояния ϕ = 1. Ри-
сунок 3 иллюстрирует рост структуры со временем.

Как видно из рис. 3, по мере расширения волно-
вой структуры огибающие a+ и a− в ее центре по-
степенно приближаются к равновесному значению
ϕ = 1. Неявная зависимость a+ от t при x = 0 сразу
следует из формулы (19):

G(a+) = 1/t, (26)
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(a)(b) (c) (d)

(a)(b) (c) (d)
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Рис. 3. Верхняя (a+) и нижняя (a−) огибающие профиля
волны (23) в различные моменты времени: t = 1 (a), t = 2

(b), t = 5 (c), t = 10 (d). На краях структуры при нашем
выборе потенциала U(ϕ) имеем a+ =

√
2 и a− = 0

а a− находим из соотношения a− = (2 − a2+)
1/2 (см.

(15)). Как мы видим, приближение к малым коле-
баниям вблизи положения равновесия ϕ = 1 в цен-
тре структуры происходит довольно медленно. При
асимптотически больших временах получаем

a±(0, t) ≈ 1± 1

23/4
√
πt
. (27)

На рис. 4 сплошной линией изображен график
функции a+(0, t)−1 согласно формуле (26), а штри-
ховой — согласно асимптотике (27). Асимптотиче-
ская формула дает неплохое приближение уже при
временах t & 5.

Как видно из графиков на рис. 3, значения огиба-
ющих a± при достаточно больших временах практи-
чески постоянны вдоль почти всей волновой струк-
туры за исключением ее краев. Поэтому формулу
(27) можно использовать для оценок не только при
x = 0, но и вдоль почти всей волны. В этом при-
ближении длина волны вдоль волновой структуры
изменяется как

L ≈ π√
2

√
1− v2

v
≈ π√

2

√
t2 − x2

x
. (28)

Следовательно, число волн в этой области растет со
временем согласно формуле

N ∼=
t
∫

−t

dx

L
≈ 2

√
2

π
t. (29)

В модуляционной теории Уизема [13,14] число волн
сохраняется, поэтому источником волн, поступаю-
щих в центральную часть структуры, могут быть
только края структуры, примыкающие к неустой-
чивому состоянию.

t

a+(0, t)− 1

0 2 4 6 8 10

0.1

0.2

0.3

0.4

Рис. 4. Графики функции a+(0, t)− 1, определенной фор-
мулой (26) (сплошная линия), и ее приближения асимпто-

тической формулой (27) (штриховая линия)

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как известно, модуляционные уравнения для
неустойчивых систем являются эллиптическими и
не допускают математически строгой постановки за-
дачи с начальными условиями. Физически это про-
является в высокой чувствительности решений мо-
дуляционных уравнений к малым изменениям на-
чальных условий, особенно если эти изменения име-
ют особенности, например, в виде изломов профи-
ля. Тем не менее уже давно было замечено [23], что
частные решения такого рода уравнений могут дать
важную информацию о типичном характере эво-
люции хотя бы для некоторого класса начальных
условий. Общеизвестным примером является зада-
ча о самофокусировке интенсивных пучков света в
нелинейной среде. В этом случае достаточно широ-
кие пучки описываются уравнениями «опрокинутой
мелкой воды» с комплексными характеристически-
ми скоростями, но частные решения этих уравнений
широко используются для описания эволюции пуч-
ка до момента фокусировки (см., например, [24–26]).
Аналогичную роль играют решения уравнений Уи-
зема, описывающие формирование волновой струк-
туры на резком фронте модуляционно неустойчи-
вого импульса [18–21]. В настоящей работе мы да-
ли новый пример эволюции волновой структуры в
модуляционно неустойчивой системе, динамика ко-
торой подчиняется обобщенному уравнению Клей-
на – Гордона. Очевидно, что теория может быть при-
ложена не только к моделям с потенциалом (14),
но и к системам, описываемым уравнениями синус-
Гордона [22] или сигнум-Гордона [27], имеющими
важные физические приложения. Можно предполо-
жить, что теория Уизема найдет применения для
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описания типичной эволюции возмущений и в дру-
гих модуляционно неустойчивых системах.

Финансирование. Исследование не имело
спонсорской поддержки.

Конфликт интересов. Автор заявляет об от-
сутствии конфликта интересов.

ЛИТЕРАТУРА

1. D. I. Trubetskov, E. S. Mchedlova, and L. V. Kra-

sichkov, Introduction to the Theory of Self-

Organization of Open Systems, Fizmatlit, Moscow

(2002) [Д. И. Трубецков, Е. С. Мчедлова,

Л. В. Красичков, Введение в теорию самоорга-

низации открытых систем, Физматлит, Москва

(2002)].

2. A. Scott, Nonlinear Science. Emergence and

Dynamics of Coherent Structures, Oxford Univ.

Press (2003) [Э. Скотт, Нелинейная наука.

Рождение и развитие когерентных структур,

Физматлит, Москва (2007)].

3. A. Kolmogoroff, I. Petrovsky, and N. Piscounoff,

Study of the Diffusion Equation with Growth of the

Quantity of Matter and Its Application to a Biology

Problem, Bulletin de l’Université d’État à Moscou,
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Abstract

A simple self-similar solution of the Whitham modulation equations was found, which describes the evolution of envelopes

of one-phase periodic waves obeying the generalized Klein – Gordon equation. This solution is interpreted as an instability

wave that transforms a locally disturbed unstable state into a stable one.
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