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С учетом предшествующих исследований для плоскопараллельных течений изучен процесс быстрого

роста вмороженного поля завихренности в осесимметричном полоидальном течении. Приведены ре-

зультаты численного моделирования с использованием суперкомпьютерных ресурсов. Показано, что на

оси симметрии могут образовываться экспоненциально растущие градиенты скорости, в то время как

градиенты завихренности растут по сверхэкспоненциальному закону. Продемонстрировано, что данные

результаты качественно схожи с теми, что были получены для завихренности ранее в случае более

простого двумерного течения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема формирования особенностей в течени-
ях невязкой несжимаемой жидкости является од-
ной из ключевых задач современной гидродинами-
ки. Она связана с механизмом передачи энергии от
крупных масштабов к малым в развитой турбулент-
ности. Согласно теории Колмогорова – Обухова, при
больших числах Рейнольдса (Re ≫ 1) в инерци-
онном интервале флуктуации скорости на масшта-
бе ℓ имеют порядок 〈δv〉 ∼ ℓ1/3, тогда как соот-
ветствующие флуктуации завихренности ведут себя
как 〈δω〉 ∼ ℓ−2/3 [1, 2]. Поскольку характерное вре-
мя передачи энергии остается конечным, такая рас-
ходимость при ℓ → 0 может указывать на возмож-
ность возникновения особенности завихренности за
конечное время, т. е. коллапса в рамках уравнения
Эйлера.

* E-mail: e.mikhajlov@lebedev.ru

Вопрос о возможности коллапса в трехмерном
уравнении Эйлера стоит давно. В 1984 г. в рабо-
те Била, Като и Майды [3] было получено, что
необходимым и достаточным условием существова-
ния гладких решений трехмерного уравнения Эйле-
ра для описания течений идеальных несжимаемых
жидкостей на конечном интервале времени [0, t0] яв-
ляется ограниченность интеграла

t0∫

0

sup |ω| dt <∞. (1)

Здесь супремум |ω| берется по всей области R3 в
предположении конечности скорости или при пери-
одических граничных условиях. Если интеграл (1)
расходится, то величина завихренности обращается
в бесконечность за конечное время. Иными словами,
условие (1) является критерием коллапса. Доказа-
тельство этого критерия основано на теореме [4].

Несмотря на многочисленные попытки числен-
ного моделирования, вопрос о существовании кол-
лапса для трехмерных уравнений Эйлера остает-
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ся открытым (см. [5, 6]). Для двумерных уравне-
ний Эйлера при гладких начальных условиях об-
разование особенности за конечное время запреще-
но [7–9]. Впоследствии, уже после работы [3], Май-
да [10] показал, что аналогичное утверждение спра-
ведливо для осесимметричных течений без закрут-
ки (при нулевой азимутальной скорости) в рамках
трехмерного уравнения Эйлера.

Однако наличие указанных выше критериев не
исключает формирования сингулярных структур за
бесконечное время. Так, в двумерной гидродинами-
ке численно наблюдалось образование профилей за-
вихренности с экспоненциальным сужением их ши-
рины [11]. В трехмерной геометрии аналогичные
расчеты демонстрируют экспоненциальный рост за-
вихренности в вихревых структурах типа «блинов»
при одновременном экспоненциальном уменьшении
их толщины [12–14].

Важную роль в этих процессах играет свой-
ство вмороженности завихренности в жидкость.
Для вмороженного в жидкость векторного поля ω

имеет место уравнение

∂tω = rot[u× ω], divu = 0.

Хотя само течение является несжимаемым, линии
вмороженного поля в общем случае могут сжимать-
ся. Это может приводить к концентрации поля в ма-
лых областях и к росту его градиентов [15–17].

В двумерном случае завихренность имеет един-
ственную ненулевую компоненту, перпендикуляр-
ную плоскости течения. Поэтому ее можно рассмат-
ривать как скалярную величину ω. В таком течении
рост самой завихренности невозможен, поскольку ее
эволюция описывается уравнением переноса

∂tω + (u,∇)ω = 0, divu = 0,

т. е. ω является лагранжевым инвариантом. Однако
в этой конфигурации вмороженным векторным по-
лем оказывается ротор завихренности (получивший
англоязычное название «divorticity»),

B = rotω,

для которого выполняется уравнение

∂tB = rot [u×B], divu = 0.

Поэтому за счет тех же механизмов сжатия возмо-
жен рост уже компонент ротора завихренности, хотя
коллапс самой завихренности в двумерном случае
невозможен.

Отметим, что во всех обсуждаемых выше рабо-
тах не рассматривался вопрос о роли граничных

условий, в частности на твердой поверхности, ко-
гда нормальная компонента скорости обращается в
ноль при условии проскальзывания течения вдоль
границы. Проскальзывающие течения оказываются
сжимаемыми, им присущ рост градиентов скорости
благодаря эффекту опрокидывания, хорошо извест-
ному в газодинамике. При этом сжимаемость про-
скальзывающих течений сопровождается появлени-
ем джетов в направлении, нормальном к границе.
Как было показано в работе [18], в двумерном тече-
нии в диске, описываемом уравнением Эйлера, гра-
диент скорости растет по экспоненциальному зако-
ну, достигая своего максимума на твердой границе,
а градиент завихренности там же растет по дважды
экспоненциальному закону. Более того, в двумерных
течениях в областях с негладкой границей возмож-
но образование особенности за конечное время при
конечной кинетической энергии [19].

В наших предыдущих работах [20, 21] было по-
казано, что для невязкого уравнения Прандтля как
в двумерном (d = 2), так и в трехмерном (d = 3)
случаях на твердой границе благодаря опрокидыва-
нию проскальзывающего течения возможен взрыв-
ной рост градиента скорости как при d = 2, так и
при d = 3 и соответственно образование особенно-
сти завихренности за конечное время при d = 3.
В последнем случае коллапсирующее решение име-
ет трехмерную структуру типа торнадо, при кото-
ром особенность возникает на твердой границе. При
этом взрывная генерация завихренности возникает
благодаря всасыванию жидкости вихрем из припо-
верхностного слоя. В работе [21] нами также числен-
но в рамках двумерного уравнения Эйлера был про-
демонстрирован экспоненциальный рост градиента
скорости для течения между двумя параллельными
твердыми поверхностями с максимумом на грани-
це. Для градиента завихренности там же на твер-
дой границе наблюдался рост по дважды экспонен-
циальному закону.

Основное направление данной работы — исследо-
вать влияние геометрических факторов на рост гра-
диентов скорости и завихренности на твердой гра-
нице цилиндра для осесимметричного полоидаль-
ного несжимаемого течения, в котором завихрен-
ность концентрируется вблизи оси цилиндра. Та-
кие течения представляют существенный интерес
для приложений, прежде всего в задачах физики
атмосферы.

В такой конфигурации из-за геометрии возника-
ют дополнительные особенности, в частности из-за
появления в операторе Лапласа членов с r−1 и r−2.
Это требует специфических подходов при числен-
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ном моделировании, что приводит к использованию
значительных вычислительных ресурсов.

В работе представлены результаты численного
моделирования для пространственно-временных за-
висимостей завихренности, векторного потенциала
скорости и поля скорости. На оси цилиндра вблизи
границы наблюдается сверхэкспоненциальный рост
градиента скорости, а градиент завихренности де-
монстрирует поведение, близкое к двойному экспо-
ненциальному закону. Численный анализ предска-
зывает образование быстро сжимающейся струи на
оси вблизи границы в рамках исследуемого торои-
дального вихря. Данный процесс может моделиро-
вать атмосферные процессы при конвективном об-
разовании кучево-дождевых облаков, переносе при-
месей и т. д.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Как отмечалось во Введении, в режиме развитой
турбулентности, Re≫ 1, течение в инерционном ин-
тервале может быть описано в рамках безразмерно-
го трехмерного уравнения Эйлера для несжимаемой
жидкости

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = − gradp, divu = 0, (2)

где u — скорость, p — давление, плотность среды ρ

положена равной 1.
Рассмотрим осесимметричное, зависящее от ра-

диальной координаты r, координаты z вдоль оси ци-
линдра и времени t течение внутри цилиндра ради-
уса R и высотыH . В данной работе мы ограничимся
изучением динамики течений, имеющих только две
компоненты скорости ur и uz. Именно для таких те-
чений (в отсутствие азимутальной скорости, uφ = 0)
Майда показал отсутствие коллапса [10], что стало
естественным обобщением результатов [7–9] на осе-
симметричные течения. Отметим, что вопрос о вли-
янии границ на динамику вихрей в работе [10] не
рассматривался.

В данном случае осесимметричного течения на
две компоненты скорости мы имеем три уравнения.
Первое — уравнение несжимаемости,

∂uz
∂z

+
1

r

∂

∂r
rur = 0,

которое разрешим, вводя функцию тока Ψ,

ur = −∂Ψ
∂z

, uz =
1

r

∂

∂r
(rΨ). (3)

Два других уравнения имеют вид

dur
dt

= −∂p
∂r
,
duz
dt

= −∂p
∂z
, (4)

где
d

dt
=

∂

∂t
+ ur

∂

∂r
+ uz

∂

∂z
.

При z = 0, H и r = R, на границе цилиндра, ставят-
ся условия непротекания

uz(z = 0, H) = 0, ur(r = R) = 0.

В силу симметрии ur(r = 0) = 0.
Легко видеть также, что у завихренности ω для

таких течений имеется только одна ненулевая ази-
мутальная компонента

ω =
∂ur
∂z

− ∂uz
∂r

,

откуда в силу (3) получаем, как ω выражается через
функцию тока

ω = − ∂

∂r

1

r

∂

∂r
(rΨ)− ∂2Ψ

∂z2
. (5)

Стоящий здесь оператор, действующий на Ψ, отли-
чается с точностью до знака от оператора Лапласа
дополнительным слагаемым r−2.

Далее в уравнениях (4) исключим давление, пе-
реходя к уравнениям для завихренности ω и функ-
ции тока Ψ.

В невязкой среде завихренность является вморо-
женной величиной и подчиняется уравнению

∂ω

∂t
= rot[u× ω].

В данном случае для азимутальной компоненты за-
вихренности ω это уравнение принимает вид

dω

dt
=
∂ω

∂t
+ ur

∂ω

∂r
+ uz

∂ω

∂z
=

1

r
urω. (6)

Таким образом, система уравнений, описываю-
щая течение, включает: уравнение переноса завих-
ренности (6), уравнение связи ω и Ψ (5) и выраже-
ния для скорости (3) с начальными и граничными
условиями





∂ω

∂t
+ ur

∂ω

∂r
+ uz

∂ω

∂z
=

1

r
urω,

∂

∂r

(
1

r

∂(rΨ)

∂r

)
+
∂2Ψ

∂z2
+ ω = 0,

Ψ|t=0 = f(r, z),

Ψ|r=0 = Ψ|r=R = Ψ|z=0 = Ψ|z=H = 0.

(7)

Граничные условия на Ψ следуют из условий
непротекания на стенках цилиндра (ur|r=R = 0,
uz|z=0 = uz|z=H = 0). Одновременно накладывается
условие осевой симметрии ur|r=0 = 0.
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Дифференцирование по z первого уравнения (7)
дает уравнение для r-компоненты ротора завихрен-
ности Br = −∂ω/∂z:

dBr

dt
= −∂ur

∂z

∂ω

∂r
− ∂uz

∂z
Br +

1

r
urBr +

1

r

∂ur
∂z

ω.

На оси симметрии радиальная компонента ско-
рости обращается в нуль, как и ее производная по
z: ur = 0, ∂ur/∂z = 0. Кроме того, при r → 0, z = 0

и z = H азимутальная компонента завихренности
ω и z-компонента скорости также стремятся к ну-
лю. В силу этого в данном случае уравнение для Br

принимает более простой вид:

∂Br

∂t
= −Br

(
∂uz
∂z

− 1

r
ur

)
.

Заметим, что если в некоторой окрестности r = 0

радиальная компонента скорости ведет себя как
ur ∼ r, тогда на оси будет верно условие, следую-
щее из равенства нулю дивергенции скорости

1

r
ur =

∂ur
∂r

= −1

2

∂uz
∂z

.

Если же в некоторой окрестности r = 0 радиальная
компонента скорости ведет себя как ur ∼ rl (l > 1),
то

1

r
ur =

∂ur
∂r

=
∂uz
∂z

= 0.

Тогда будет иметь место следующее равенство:

∂uz
∂z

− 1

r
ur =

3

2

∂uz
∂z

.

В итоге в точках (r, z) = (0, 0) и (r, z) = (0, H) для
Br получаем

∂Br

∂t
= −3

2
Br

∂uz
∂z

или

Br(t) = Br(0) exp


−3

2

t∫

0

∂uz
∂z

dt


 . (8)

Кроме того, нами будет рассмотрен вопрос об
адвекции пассивной примеси с концентрацией q.
Предполагается, что примесь не влияет на ди-
намику жидкости и переносится полем скорости
u = urer+uzez. С учетом диссипации уравнение пе-
реноса примеси в цилиндрических координатах бу-
дет иметь вид [22]

dq

dt
=

1

Re

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂q

∂r

)
+
∂2q

∂z2

)
, (9)

где
dq

dt
=
∂q

∂t
+ ur

∂q

∂r
+ uz

∂q

∂z
.

Из закона сохранения массы примеси и условия
непротекания жидкости через границу на q на-
кладываются условия Неймана на поверхности
цилиндра

∂q

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0,
∂q

∂z

∣∣∣∣
z=H

= 0,
∂q

∂r

∣∣∣∣
r=R

= 0. (10)

В силу осевой симметрии на оси цилиндра r = 0

выполняется условие

∂q

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0. (11)

Начальное распределение примеси задается функ-
цией, зависящей от r и z

q|t=0 = q0(r, z). (12)

Таким образом, после определения поля скоро-
сти из системы (7) перенос примеси описывается си-
стемой уравнений (9)–(12).

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ

Численное решение системы (7), (9)–(12) находи-
лось с помощью разностных методов на равномер-
ной сетке. Рассмотрим один шаг алгоритма. На те-
кущем временном слое сначала вычисляются компо-
ненты скорости ur и uz по формулам (3), затем по
неявной разностной схеме для уравнения (6) опреде-
ляются значения азимутальной компоненты завих-
ренности ω в граничных и внутренних точках. Эл-
липтическое уравнение (5) решается методом уста-
новления с использованием эволюционно фактори-
зованной схемы Розенброка с параметром 1/2 на
логарифмическом наборе шагов. В конце делается
шаг для параболического уравнения (9) так же с
помощью эволюционно факторизованной схемы Ро-
зенброка с параметром 1/2 [23]. Контроль точно-
сти осуществлялся через сохранение кинетической
энергии. Расчеты выполнялись на сетке из 108 про-
странственных узлов, при этом энергия сохранялась
с точностью до шести значащих цифр.

Высокие градиенты, возникающие в задаче, тре-
буют применения подробных сеток. Для повышения
эффективности вычислений программная реализа-
ция алгоритма была распараллелена с использова-
нием технологии MPI и выполнена на суперкомпью-
тере «Ломоносов-2».

В начальный момент времени течение представ-
ляет собой вихрь, закрученный по часовой стрелке
в плоскости (r, z) (рис. 1, 2)

Ψ|t=0 = r(r −R)z(z −H), R = 1, H = 1.
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Рис. 1. Линии уровня азимутальной компоненты вектор-

ного потенциала Ψ в момент времени t = 0
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Рис. 2. Линии уровня азимутальной компоненты завихрен-

ности ω в момент времени t = 0

Начальное распределение концентрации пассивной
примеси задавалось следующим образом (рис. 5):

q|t=0 = (1− r4)2z2(1 − z)2, Re = 1000.

Результаты численного моделирования показы-
вают, что течение (рис. 3, 4) вместе с примесью
(рис. 6) переносится к верхней границе, оставаясь на
оси. В окрестности верхнего торца цилиндра наблю-
дается процесс, схожий с опрокидыванием (рис. 7).
Как видно на рис. 9, производная z-компоненты ско-
рости растет по сверхэкспоненциальному закону и
за время эволюции увеличивается в 14.5 раза. В то
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Рис. 3. Линии уровня функции тока Ψ в момент времени

t = 1.2
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Рис. 4. Линии уровня ω в момент времени t = 1.2

же время для азимутальной компоненты завихрен-
ности ω наблюдается сильное сжатие характеристи-
ческих линий (рис. 8). На рис. 10 представлена эво-
люция производной азимутальной компоненты за-
вихренности. Видно, что она растет по закону, близ-
кому к двойной экспоненте, и за время эволюции
увеличивается более чем в 2 · 104 раз.

Также нами были проведены расчеты с анало-
гичными начальными условиями, но с противопо-
ложным знаком, т. е. вихрь был закручен против
часовой стрелки. В этом случае течение концентри-
ровалось на оси вблизи нижней границы. Однако
вследствие симметрии начальных условий абсолют-

711



Е. А. Кузнецов, Е. А. Михайлов, М. Г. Сердюков ЖЭТФ/JETP, том 170, вып. 6 (12), 2026

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

z

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

Рис. 5. Линии уровня концентрации q в момент времени

t = 0
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Рис. 6. Линии уровня концентрации q в момент времени

t = 1.2

ные значения производных в нижнем левом углу
совпадают со значениями производных, представ-
ленными на рис. 9 и 10, с точностью до 13 знаков.
Отметим, что в численном смысле под производны-
ми на оси симметрии понимались величины, вычис-
ленные с использованием значений функций в узлах
сетки, соседних с угловыми.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследовано полоидальное невязкое те-
чение при отсутствии азимутального вращения в ци-

Рис. 7. z-компонента скорости на оси цилиндра в различ-

ные моменты времени: t = 0 — сплошная линия, t = 0.6 —

штриховая линия и t = 1.2 — пунктирная линия

Рис. 8. Азимутальная компонента завихренности на оси

цилиндра в различные моменты времени: t = 0 — сплош-

ная линия, t = 0.6 — штриховая линия и t = 1.2 — пунк-

тирная линия

линдре с жесткими границами. В результате чис-
ленного моделирования были получены зависимо-
сти завихренности, векторного потенциала скорости
и поля скорости. На оси цилиндра вблизи границы
наблюдается сверхэкспоненциальный рост градиен-
та скорости, а градиент завихренности демонстри-
рует поведение, близкое к двойному экспоненциаль-
ному закону. Численный анализ предсказывает об-
разование быстро сжимающейся струи на оси вбли-
зи границы в рамках исследуемого тороидального
вихря. Дополнительно нами показано, что пассив-
ная примесь в таком течении переносится к верх-
ней границе, оставаясь около оси, т. е. максимальные
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Рис. 9. Производная z-компоненты скорости по z в точке

r = 0, z = 1 в зависимости от времени в логарифмическом

масштабе — сплошная линия; экспоненциальная аппрокси-

мация начальных моментов времени — штриховая линия

значения концентрации достигаются в той же обла-
сти, где наблюдается формирование быстро сжима-
ющейся струи.

Таким образом, численное моделирование
для осесимметрического полоидального течения,
несмотря на геометрический фактор, подтвердило
основной тезис, сформулированный в нашей преды-
дущей работе о влиянии твердой плоской границы
на формирование экспоненциального роста гра-
диентов скорости и сверхэкспоненциального роста
градиента завихренности для двумерного уравне-
ния Эйлера [21]. Данная работа представляет собой
промежуточный этап в более сложной задаче о
формировании вихревых структур типа торнадо.
На следующем этапе рассматриваются два вари-
анта численного моделирования. Первый состоит
в исследовании вихревых течений в геометрии
(r, z) с учетом азимутальной компоненты скорости.
Другой вариант, более приближенный к реализации
вихревых структур типа торнадо, заключается в
численном решении трехмерного течения между
двумя плоскостями z = 0 и z = h с периодическими
граничными условиями в поперечном направлении.
Эта задача могла бы быть решена с применени-
ем быстрого синус-преобразования Фурье по z с
условием непротекания при z = 0 и z = h (vz = 0)
и быстрого преобразования Фурье по поперечным
координатам.

Самым главным моментом данной работы яв-
ляется подтверждение концепции о формировании
особенности (за конечное или бесконечное время)
за счет опрокидывания проскальзывающего тече-

Рис. 10. Производная азимутальной компоненты завихрен-

ности по z при z = 1 около оси симметрии в зависимо-

сти от времени в двойном логарифмическом масштабе:

сплошная линия — посчитанная численно, штриховая ли-

ния — двойная экспоненциальная аппроксимация, вычис-

ленная с использованием формулы (8)

ния вдоль твердой границы, что является стимулом
для решения более амбициозных задач. В заключе-
ние хотелось бы отметить, что в численных экспе-
риментах Луо и Хоу для осесимметричного течения
внутри цилиндра постоянного радиуса (с периоди-
ческими условиями по z вдоль оси цилиндра) был
обнаружен взрывной рост завихренности на твер-
дой границе [24]. Несмотря на некоторые математи-
ческие исследования [25, 26], главным остается во-
прос, является ли коллапс в этом эксперименте след-
ствием опрокидывания проскальзывающего течения
или нет. Отметим, что авторы [25, 26] рассмотрели
течение вне цилиндра, хотя они и показали, что в
этом случае возникает особенность завихренности
на границе цилиндра. В недавней работе [27] бы-
ло получено обобщение данных результатов и по-
строение асимптотического решения для коллапса
в трехмерной идеальной гидродинамике. Отдельно
стоит упомянуть задачи, в которых учитывается ко-
нечная вязкость. Так, в [28] показано, что в таком
случае формируется филамент для завихренности,
но этот процесс носит пороговый характер, реализу-
ясь лишь при определенных значениях параметров.
Следует отметить также, что в настоящее время все
большую популярность приобретает использование
нейросетевых подходов. Так, в работе [29] показана
возможность их применения для решения трехмер-
ных уравнений Эйлера и двумерных уравнений Бус-
синеска. Первое приближение для решения строится
как гладкая функция, удовлетворяющая условиям

13 ЖЭТФ/JETP, вып. 6 (12)
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задачи. После чего с использованием методов искус-
ственного интеллекта она уточняется и получается
решение, демонстрирующее взрывной рост в обоих
случаях.
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Abstract

Based on previous studies of plane-parallel flows, we investigate the rapid growth of the frozen-in vorticity field in an

axisymmetric poloidal flow. We present the results of numerical simulations performed using supercomputing resources.

We show that exponentially growing velocity gradients can develop on the axis of symmetry, while vorticity gradients grow

superexponentially. These results are qualitatively similar to those previously obtained for vorticity in the simpler case of

two-dimensional flow.
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